RESOLUCION Y DISCUSION DE UN PROBLEMA DE GEOMETRIA

Se pretende con este articulo, a través del uso del programa GEUP, poner de manifiesto la
utilidad de las nuevas tecnologias informaticas aplicadas a la experimentacion y resolucion
de problemas de Geometria Euclidea.

Como ejemplo veamos el siguiente problema:

“Sobre una circunferencia dada, hallar un punto cuya suma de distancias a dos rectas
dadas sea minima .

La resolucion presenta dificultad y decidimos experimentar para intentar encontrar un camino
adecuado.

Trabajamos sobre el siguiente enunciado y con los datos que se irdn expresando:

“Sobre la circunferencia de centro O (a; b) y radio r, hallar un punto cuya suma de
distancias alasrectasy=0 e y=mx seamini ma”.

Inicialmente vamos a situarnos en el caso que se indica en la figura a), tomando como rectas
dadas los ejes coordenados y con el centro de la circunferencia en una de las bisectrices del
angulo formado por las citadas rectas.
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Sobre la circunferencia tomamos el punto variable P y expresamos el numero que
representa la suma de distancias a las rectas dadas. Al mover el punto P se observa que el
menor valor de la citada suma, y que también se indica en la figura, corresponde
(aproximadamente, teniendo en cuenta el procedimiento empleado) a la posicion S del
punto de corte con la bisectriz.

Veamos un caso mas general cuyos datos se sefalan en la figura b):

= b= 3,50 . .
ISR Suma de distancias de P arl y 12 =6 33906

Sl m =1,20 y =120 Suma de distancias de S arl y 12 =5 4565

"0(9,00:3 50)

Figura b)

Sobre la circunferencia tomamos el punto variable P y expresamos el namero que
representa la suma de distancias a las rectas dadas. Al mover el punto P se observa que
el menor valor de la citada suma, y que también se indica en la figura, corresponde
(aproximadamente) a la posicion del punto S.

En la figura c), siguiente, se pone de manifiesto que el punto S puede pertenecer a la recta
gue pasa por el centro de la circunferencia dada y es paralela a la bisectriz del angulo
formado por las rectas dadas rlyr2.

Si esto fuese asi:

La solucion podria ser el punto de tangencia S de la recta perpendicular a la citada bisectriz.

Se construye el punto S y se confirma que el valor de la suma de distancias, de S a las
rectas dadas r1y r2, es el que aproximadamente se habia estimado.



Se traza la tangente a la circunferencia por el punto S y se obtienen los puntos M"y N por
interseccion de la citada tangente con las rectas dadas.
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Figura c)

El triangulo N"CM” sera isésceles y los puntos del segmento M"N” verifican que la suma de
sus distancias a las rectas rl y r2 es constante. (La citada suma, serd igual a la altura
correspondiente a cualquiera de los lados iguales del citado triangulo).

suma de distancias de D arl y r2=500 cm

En general los puntos de cualquier
segmento MN, intersecado entre las
recta dadas por una perpendicular a la
bisectriz del angulo formado por las
citadas rectas, gozaran de la propiedad
indicada y la citada suma de distancias
sera menor o mayor segun lo sea la
longitud del segmento MN.

Vemos en la figura de la izquierda que:

Los triangulos QQ'M y QQ”N son
rectdngulos y semejantes, en consecuencia:
QQ7QM =QQ" /QN =(QQ" +QQ™) / MN ;
luego para MN constante también lo sera la
suma de distancias (QQ" + QQ™) y cuanto
menor 0 mayor sea MN asi lo sera



(QQ +QQ™). Lo cual se comprueba, con el programa, moviendo los puntos Q y M.

En virtud de lo expuesto, volviendo al ejemplo que se expresa en la figura c), podemos
afirmar que cualquier segmento MN de longitud menor a la del segmento M'N’ no contendra
puntos de la circunferencia y los puntos de los segmentos MN de longitud mayor a M’'N’, que
contienen puntos de la circunferencia, tendrdn una suma de distancias a las rectas dadas
mayor a la de los puntos del segmento M'N’. En consecuencia, la solucion es la estimada.

; " a=900 h=350

K r=320 m=120

Figura c)

Con idéntico razonamiento quedaria resuelto el siguiente problema:

“Sobre una circunferencia dada, hallar un punto cuya suma de distancias a dos rectas
dadas sea maxima ".

La solucion seria el punto T de tangencia, de la recta perpendicular a la citada bisectriz, mas
alejado del punto C de concurrencia de las rectas r1 y r2.

Los puntos M y N~ son los puntos de interseccion de la tangente en el punto T con las
rectas dadas.

Cualquier segmento MN de longitud mayor al segmento M""N"" no contendra puntos de la
circunferencia y los puntos de los segmentos MN de longitud menor a M""N"" que contienen



puntos de la circunferencia tendran una suma de distancias a las rectas dadas menor a la de
los puntos del segmento M""N"". En consecuencia, la solucion es la sefialada.

Como comprobacion es de interés la construccién que se indica en la siguiente figura d):
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Figura d)

A partir del punto P, variable sobre la circunferencia dada de centro O, construimos el lugar
geométrico de los puntos L de abscisa la del punto P y ordenada la suma de distancia de P
a las rectas dadas rl y r2. Se traza la paralela al eje de abscisas por el punto L la cual
intersecta al lugar en el punto L. Los extremos del lugar geométrico seran aquellos en que
L coincida con L" y se comprueba que el minimo se produce cuando P coincide con el punto
S y el méximo cuando P coincide con el punto T.

Pero ¢cOmMo se resolvera, el problema, en general?

Analizados muy diferentes casos, cuya exposicion ocuparia mucho espacio, hemos llegado
a la siguiente situacion.

Recordando que: “los puntos de un segmento MN, intersecado entre las rectas dadas
por una perpendicular a la bisectriz del angulo for mado por las citadas rectas, gozan
de la propiedad de que la suma de sus distancias a las rectas rl y r2 es constante”



Podemos deducir con facilidad, tomando como referencia la figura e) siguiente, que:

“todos los puntos pertenecientes al perimetro de lo s rectangulos KLMN, cuyas
diagonales son las rectas dadas, gozaran de la cita da propiedad” y la suma de las
distancias, de los citados puntos a las rectas dadas, serda igual a la distancia de uno
cualquiera de los vértices a la diagonal que no lo contiene.

Suma de distancias de P arl y rZ2 = 3,90 C -

Distancia de M a la recta r1 = 3,90

Figura e)

Como comprobacién hacemos variar el punto P en el perimetro del rectangulo KLMN y
vemos que la suma de distancias a rl y r2 permanece constante.

(Los casos en gque las rectas sean paralelas se anal izaran mas adelante) .

En cada caso, la suma de las distancias de P a las rectas rl y r2, serd menor o mayor
segun lo sean las dimensiones de los rectangulos KLMN.

Como consecuencia de todo lo expuesto podemos expresar lo siguiente:
Seréan soluciones aquellos puntos del menor o mayor perimetro del citado rectangulo,

sequn gueramos gue la suma de distancias sea minima 0 maxima, que pertenezcan a
la circunferencia.

En cada uno de los casos se haran variar las dimensiones del rectangulo y se anticipara la
posible solucién o soluciones que, en el peor de los casos, sera luego facil de obtener.

Queremos destacar la gran ayuda que, en todo este proceso, presta el programa informatico.
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Veamos un ejemplo en la siguiente figuraf) :

Figura f)

En este caso queda en evidencia que la solucién para la suma de distancias minima, seré el
punto S, interseccion de la recta r2 con la circunferencia y coincidente con el vértice K del
menor rectangulo que cumple las condiciones del problema y que la solucién para la suma
de distancias maxima sera el punto T, de tangencia del lado LM del mayor rectangulo que
cumple las condiciones del problema.

Para facilitar y abreviar la exposicion de la discu  sion llamaremos:

Problema 1) : Al enunciado “Sobre una circunferencia dada, hallar un punto cuya suma de
distancias a dos rectas dadas sea minima”.

Problema 2) : Al enunciado “Sobre una circunferencia dada, hallar un punto cuya suma de
distancias a dos rectas dadas sea maxima”.



Es necesario distinguir los casos en que el punto C de concurrencia de las rectas es interior,
pertenece o es exterior a la circunferencia.

Caso a) El punto C es interior a la circunferencia.

Si el punto C coincide con el centro de la circunferencia:

Figura q)

El problema 1) tiene cuatro soluciones: las intersecciones de las rectas dada rl y r2 con la
circunferencia.

El problema 2) tendra dos soluciones: los puntos de tangencia de dos lados paralelos del
rectangulo, a no ser que las rectas rl y r2 sean perpendiculares en cuyo caso tendra cuatro
soluciones: los cuatro puntos de tangencia de los lados del cuadrado circunscrito.

Si el punto C no coincide con el centro de la circunferencia podra haber:

Para el problema 1) tres, dos o una solucién, y también



Para el problema 2) tres, dos o una solucién.

Caso b) El punto C pertenece a la circunferencia.
Tal como se desprende de la figura h) siguiente:

El problema 1) tendra una solucién que sera el propio punto C para el que la suma de
distancias a las rectas sera igual a cero.

El problema 2) podra tener una solucién que sera el punto de tangencia de uno de los lados
del rectdngulo KLMN vy si el centro de la circunferencia perteneciera a una de las bisectrices
de rlyr2 podrian existir, ademas, dos o tres soluciones.

Figura h)



Caso C) El punto C es exterior a la circunferencia.

Analizando la siguiente figura i):

Figura i)

El problema 1) tendra una solucién que podra ser un vértice o el punto de tangencia de uno
de los lados del rectangulo.

El problema 2) tendra una solucion que sera el punto de tangencia de uno de los lados del
rectangulo KLMN. Si el punto C y el centro de la circunferencia pertenecen a alguna de las
bisectrices podran haber dos o tres soluciones en el caso de que, ademas, el centro
equidiste de tres lados del rectangulo tal como se indica en la siguiente figura j):
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Figura j)

Finalizamos analizando los casos en que las rectas dadas sean paralelas.

(g

1

La suma de distancias a rl y r2 de cualquier punto que
pertenezca a las rectas dadas, o se encuentre entre ellas,
sera igual a la distancia entre las rectas. Si el punto es
exterior, la suma de distancias a rl y r2 sera igual a la
distancia entre las rectas mas el doble de su distancia a la
recta mas préxima; por tanto:

Si no hay puntos de la circunferencia entre las rectas.

El problema 1) tiene una solucion: el punto mas proximo a
las rectas.

El problema 2) tiene una solucién: el punto mas alejado de
las rectas.

Si hay puntos de la circunferencia entre las rectas.

El problema 1) tiene infinitas soluciones: todos sus puntos comprendidos entre las rectas o

pertenecientes a alguna de ellas.

El problema 2) podré tener una solucion: el punto no comprendido entre las rectas que esté mas
alejado o dos soluciones en el caso de que el centro de la circunferencia equidistase de las rectas. Si
todos los puntos de la circunferencia estuviesen comprendidos entre las rectas habria, también,

infinitas soluciones.

(Se adjuntan los problemas niimeros 90, 91 y 92 tomados de la coleccion de problemas resueltos de GEUP)

Ramon Alvarez Braun
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