Algunas actividades con GEUP

Carmen Galvan Fernandez

Para tener éxito en geometria, ya sea para creaimplemente para resolver
problemas, se tiene que estar dispuesto a expetamedibujar y ensayar
innumerables figuras, para probar esto o aquello.

Howard Eves (Estudio de las Geometrias)

Resumen

En este trabajo se desarrollan algunas activideddas que se utiliza la geometria para
ayudar a la comprension del lenguaje grafico ylgglaaico. Durante el desarrollo de

estas actividades en el aula, se intenta fomertanterés por la observacion, la

formulacion de conjeturas, la experimentacién gdmprobacion. El uso de GEUP, un

programa de geometria dinamica, ha hecho posibé&e g pudiera experimentar

facilmente y que, en consecuencia, se pudiera avanzlas investigaciones.

Introduccién

Intentaremos desarrollar algunas actividades qgua se pretende mostrar:

e La conveniencia de utilizar, siempre que sea p®slalgeometria como fuente
de la que surgen infinidad de contenidos numéricadgebraicos,
funcionales...Con el apoyo de la realidad geométndsayal, los diversos
contenidos cobran mas sentido y, a la vez, seaapasonsolidan propiedades y
conceptos geométricos. En los siguientes ejemfaagometria sera el punto de
partida para, estudiando relaciones entre elemevdaaables de una figura,
ayudar a comprender el lenguaje grafico y el algjebr

e La intencidon de practicar dia a dia, en el trarsrwe las clases, el método
cientifico, el método matemético: fomentar la ekpentacion, la observacion,
la formulacion de conjeturas, la comprobacion,dmdstracion general.

e La utilizacién de GEUP, un programa de matemageaia Windows, interactivo,
como herramienta que facilita al maximo la podgibidl de aplicacién del método
matematico y que, a la vez, supone un poderososede motivacion.

El problema de la movida de los cuadrados
Cada afo, en el momento de iniciar el estudio derlaion polinbmica de 2° grado,
suelo proponer el siguiente problema. Los proplomaos le pusieron el nombrgi

problema de la movida de los cuadrados.

Este es un ejercicio para realizar en clase, pugstce trata de ir poco a poco haciendo
aparecer consecutivamente los apartados, a medéd@asjalumnos van resolviendo.



a) Observa que el area de los diferentes cuadradosCAB que se pueden
inscribir en un cuadrado ABCD dependexdéx = AA’. Si mueves el punto A’,
cambiax).

Para hacer la observaciéon, dibuja varios casosudérados inscritos en un
cuadrado de ladib=6, por ejemplo.

Dejaremos unos minutos para que los alumnos tralgagentinuamos:

b) ¢Entre qué valores puede vari@r;, Cémo va cambiando el area de los distintos
cuadrados a medida que aumexfaDescribe con tus palabras la variacion que

observes.
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Siempre hay algun alumno muy ordenado y sistemdticue se le ocurre dibujar la
movida como si fuera una pelicula de dibujos anosagl esto, claro esta, favorece
enormemente la visualizacion...
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Sixaumenta...
Ahora, todos estan dispuestos para describir lerghdo.
Continuamos:
c) Imagina la grafica de esta funcion ¢ Te atrevesarhan dibujo aproximado?

Las conjeturas suelen ser bastante buenas...




Es el momento de asegurar el valor de los puntosregs (cuanda = 0 y cuandx = 6)

y el valor minimo de la funcion, el punto (3, 18& demostracion visual del valor del
area del cuadrado inscrito cuankle= lado / 2 es bien sencilla y siempre tendremos
alumnos dispuestos a hacerla.

/

d) Construye una tabla de valores en la que figurdoreya&ntre Oy 3 y entre 3y 6
(ten en cuenta la simetria observada). Despuéasgiadiégrafica con estos puntos.
¢Es parecida a la que imaginaste?

En este momento comienzan algunas dificultadesppsible que tengamos que ofrecer
alguna ayuda (s6lo alguna pista...) pero al fin egam dos caminos de resolucion:
algunos alumnos aplican el teorema de Pitagorass qirefieren restar al area del
cuadrado grande los cuatro triAngulos de las eaguBe construye la tabla, se dibuja la
grafica y se compara con lo previsto. jLa variagiores lineal! Es la ocasién favorable
para introducir la nueva funcion.

e) ¢Cual es la ley general que rige esta variacion®Es, encuentra el valor del
areay para cualquier valor de

Cuesta entender el uso de las letras para la dizaei@n, pero al fin comprobamos que
las dos formas de resolver el valor del area camwe la misma ley, la funcion
polinbmica de 2 grado:

y= (6 —X)?+x* =6 — X(6-x) = 36— 12x + 2¢
Para cualquier cuadrado de lddel area de los cuadrados inscritos es:
y=(-x2+x =1P=2X( -x) =1 — Xl + 2¢

Valoramos el adelanto que supone obtener la legrgénjya no tenemos que estar
pensando cada caso concreto; con una sencillacifo@naumérica podemos obtener el
valor del &rea en cada caso que nos interese!

Para concluir comparamos los tres lenguajes: ah§e@o, el gréafico y el algebraico,

gue describen la misma variacion desde puntos sk \diferentes. Los tres son
necesarios y se complementan.

D S
DI \J
B = P
A E iy B
A




Resulta imposible resistir la tentacién de mosirexdemostracion visual del teorema
de Pitagoras.jVale la pena aprovechar la ocasion!

Entodo trigngulo rectangula
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El cuadrado de la hipotenusa = Suma de los cuadrados de los catetos

Tendremos que ayudar a la comprensién visual, e saipar para comprender.
Hasta aqui nada nuevo. Sélo hacer notar que lbmtds apartados de la actividad
guardan unesquema general de actuacidogue podemos aplicar en nuestras clases
diariamente:

e Observar

e Describir la observacion

e Prever

e Actuar, resolver

e Analizar los resultados, comparar con lo previsto

e Generalizar, demostrar, si es posible.

¢, Qué ocurre si el problema se generaliza a cualquieuadrilatero?
El problema sera el siguiente:

En un cuadrildtero cualquiera ABCD inscribimos o#®B’'C’'D’, de forma que
AA'/AB = BB'/BC = CC'/CD = DD'/DA =r. Tenemos quabservar la variacion del
area del cuadrilatero inscrito en funcion de r ejam estudiar la relacion entre el area
del cuadrilatero inscrito S’ y el area del cuadeitd exterior S al variar r. Es decir:
estudiaremos la funcion S'/S = f(r).

Este problema se podria tituldrd' movida de los cuadrilaterosy se puede proponer a
los alumnos del mismo modo que la actividad antep@aso a paso:

a) Observa que el area de los diferentes cuadrilatesostos depende derr...
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Igual que en el caso del cuadrado, esta primerredoson es facil:

Sir varia entre 0 y 1, el valor de S'/S va dismgendo desde 1 hasta que alcanza el
valor minimo cuando r = 0'5¢Sera en este punto el valor de S’ la mitad derSoco
ocurria en el caso de los cuadradpsPa partir de este punto va aumentando hasta
llegar de nuevo a valer 1A .simple vista, poco mas podremos lograr. ¢ Comatcoin

una tabla de valores? El célculo de un solo cadicpir se haria bastante dificil para
alumnos de este nivel y tardariamos demasiadosarivez el problema y de hallar la
funcién general.

Recurrimos al apoyo de GEUP jHaciendo una sola construccién podemos obtener y
visualizar, a partir de ella, todos los casos paldres que queramos Ssin mas que mover
adecuadamente los elementos que nos interese! parimentacion se facilita
extraordinariamente.

La construccién es sencilla:

Creamos un cuadrilatero ABCD, que podemos modiicanovemos cualquiera de sus

vértices, con lo cual se logra la generalizaciohcdedrilatero. Sobre él creamos el

segmento AB e insertamos en él un punto A’, queepwd mover libremente a lo largo

de todo el segmento. Medimos AA’ y AB y el cociemtetre sus valores podemos

obtenerlo utilizando la calculadora incorporadaryastrando este nimero a la pantalla,
podremos utilizarlo cuando sea preciso. Tenemdselaglor de r, que variara al mover

el punto A’ sobre es segmento AB.

Para obtener el punto B’ debemos utilizar el bdtwmnto desplazado segun niumero”:
El punto B serd desplazado en la direccion BC segumimero correspondiente al
producto de la medida de BC por r. De manera aaattenemos C’y D’. Podemos ya
dibujar el cuadrilatero A’B'C’'D’. Moviendo A’ sobreAB jpodemos observar la
variacion del cuadrilatero inscrito!

Podemos construir la grafica de la funcion S'/qr¥ 1Con el fin de que sea posible
observar simultdneamentela variacion geométrica y su correspondiente igaaf
creamos, al lado de la figura construida, unos dgscoordenadas. Utilizando la
herramienta “Punto con coordenadas” creamos elopBn{abscisa = r, ordenada =
S’/S).la herramienta “Lugar geomeétrico”permitiraterer la grafica que describe el
punto P como consecuencia del movimiento del pAhto

Observamosta curva obtenida parece ser una parabola...



Efectivamente, se puede demostrar geométricamert&qurva responde a la ley
SIS=1-2r+*

Pero, considerando que esta demostracion no esfaal@ance de la mayoria de los

alumnos de este nivel, preferimos orientar la bédgude esta ley general por un

camino que, creemos, seria mas adecuado. Se plarasia

“Se sabe que la ley es de la forma: S'/S =?a+tb r + ¢, hallar a, by ¢
utilizando tres puntos sepamos seguros de estdbplaa

El problema que se nos plantea ahora #Benemos tres puntos seguros de esta
funcién? esté claro que dos de ellos estan aseguradodosopuntos extremos (cuando

r = 0y cundo r =1). Necesitamos al menos un poréds...

Investiguemos con la ayuda de GEUP:

Con la construccion hecha podemos observar la malédos cuadrilateros:

F® GEUP - cuadrilitero insc. en otro
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?F Se puede modficar el cuadrilatero moviendo cualquiera de los puntos A B, C, D
2 Sienun cuadrilatero concreto ABCD movemos &l punta &', modificamas ry el
m, cuadrilatero inscrito; el punto P se movera sohre la parabola. Reciprocamente,
j al mover P el cuadrilatero incrito cambiara.
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Chservamos gue para todo cuadrilatero la variacion de

S'YS en funcion de r es la misma; es decir, la curva no cambhia al
madificar el cuadrilatera. Entonces, pademos pensar que la ley
que rige esta variacion es la misma para cualguier cuadrilatera.
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Tamhién se puede observar que para todo cuadrilatera ABCD cugnda r=0'3
gl cuadrilatero inscrito es un paralelogramo de area la mitad  del gxteriar.

Esta observacian tendria gue demostrarse.
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REC DEG Mover, seleccionar o editar elementos

Por una parte, para un cuadrilatero concreto AB&lDnover A’ (estamos variando r)
observamos coOmo varia el cuadrilatero inscritomadarian, a la vez, las coordenadas
del punto P, recorriendo su gréafica. También, recgmente, si movemos el punto P,
podemos observar como van variando en consecuencia, figura, el punto A’ y el
cuadrilatero inscrito.

Por otra,_si modificamos el cuadrilatero ABCpbservamos que la grafica no vdria
Es decir, las coordenadas del punto P son las migara cualquier cuadrilatero ABCD.
iParece ser que todos los cuadrilateros se compadetéa misma manera!




Esto nos hace suponer que, entonces, como ocuelecaso de el cuadrado, cuando r =
0’5 el area del cuadrilatero inscrito es la mitatiatea del cuadrilatero exterigEs una
hipétesis que tendremos que demostiaelro de ser cierta, el problema de hallar la ley
general de variacion estaria resuelto: iDebe seridana que la de la variacion de los
cuadrados, puesto que la parabola pasa por lososiguntos!

Debemos encontrar la forma de asegurar que la mstaos engaia. Tenemos que
demostrar que para cualquier cuadrilatero, el dedauadrilatero inscrito en el punto
medio de sus lados es la mitad del area del prinksta demostracion es sencilla. En la
figura siguiente mostramos una posibilidad:

niendo los puntos medios de un cuadrilatero cualguiera se obtiene un
paralelogramao, cuya area es la mitad de la del cuadrilatero exterior.

A'B'C'y D' zon los puntos medios de los lados del cuadrilatero ABCD.
For A' B C'yv O' trazamos paralelas respectivamente a los lados BC, AB,
AD y DC. Estas rectas se cortan en O, punto medio de |a diagonal AC,
como se puede demostrar por el tearema de Tales.

Cbteniendose |os paralelogramos DO'COC y BB'OA!

y 1oz cuadrilateros AA'COD"y CC'OB' iguales entre siy semejantes

al ABCD con razan 142

Ya estamos en condiciones de asegurar tres puatiasparabola y = S'/S = ¢ + br +ar
los puntos: (0, 1); (0’5, 0'5) que es el minignel (1, 1).Con ellos averiguaremos a, b
y ¢, planteando y resolviendo el sistema de ecnasicorrespondiente.

Obtenemos S'/S = 1 — 2r +®rque es, evidentemente, la misma ley que la que
habiamos obtenido en el caso del cuadradox (¥

Podemos seguir investigando:

¢, Qué ocurre en el caso de otros poligonos?

Estudiemos el problema similar en el triangulopeaitagono el hexadgonaNo nos va

a llevar demasiado tiempo, porque las construcsiorespectivas las haremos
facilmente, de manera analoga a la del cuadrilatBespués, solo tendremos que
observar, hacer conjeturas, demostrar si es posible

“La movida de los triangulos”en este caso, se observa, igual que ocurria @n lo
cuadrilateros, que la grafica no cambia si variamlogiangulo y que, para cualquier
triangulo, el area del tridngulo inscrito en el fpumedio de sus lados es la cuarta parte
del &rea del tridngulo exterior. Esto ultimo eslfde demostrar. El problema de hallar
la ley general de variacion S’/S = f(r) lo podemesolver de manera algebraica,
utilizando los tres puntos seguros que tenemosudgéfica, o también por medio de
recursos geomeétricos, porque en este caso esSacia interesante hacerlo en clase de
las dos formas. Obtenemos: S'/S = 1 — 3F+3r
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iParece que todo va bien...! tanto en los triAngatso en los cuadrilateros la ley es
fija, independiente del triangulo o del cuadrilatgresto nos hace suponer quoaria
ocurrir igual en los pentagonos, en los hexagonos...

iPero no es asi! , como se puede comprobar a trdeé#as construcciones y
observaciones realizadas con el programa:

En la“movida de los pentagonbbservamos que la curva varia al variar el pem@égo
asi que la ley depende de la forma del pentageaece ser que para cada pentadgono
(para todos los semejantes entre si) habra unadeyvariacion del area de los
pentdgonos inscritos

Lo mismo se observa en el caso de los hexagondass theptagonos...

Como no podemos obtener una Unica ley para la raadédlos poligonos en general,
vamos a fijar nuestra atencién en lo que ocurrel easo de los poligonos regulares

Podemos proponer como ejercicio, para cada poligaddlculo del &rea del poligono
correspondiente inscrito cuando r = Q’6on lo cual obtendremos la serie de valores de
la relacion S'/S para el triangulo equilatero, ebdrado, el pentagono regular, el

hexagono regular...
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Yo, Yo, 144, ¥ ... (¢ = NOmero &ureo -+2\/§ jsiempre presente en el pentdgono

regular) Serie que tiende, naturalmente, a 1 cuahdawimero de lados del poligono
tiende a infinito.

El problema de encontrar la ley S'/S = f(r) pardacpoligono regular se podria resolver
facilmente suponiendo que son parabolas del tif® Saf + br +c. Sin embargo, a los



alumnos interesados podriamos hacerles la propwesteerificarlo a través de la
demostracion geométrica.

Conclusion

A lo largo del desarrollo de estos ejemplos heneosld la oportunidad de utilizar y

repasar diversos contenidos de geometria, de ngmgate algebra, de trigopnometria de
funciones, a la vez que, con la ayuda del progrémblP, hemos podido realizar sin
mucho esfuerzo una pequefa investigacion en el @alaos ha facilitado al maximo la
posibilidad de construir, visualizar y observac@mportamiento de las figuras y de las
funciones que estdbamos estudiando, lo que hatprravanzar en la generalizacion.

Los alumnos acogen con entusiasmo el uso de astgeamas y aprenden con facilidad
a manejarlos. A la vez, aumenta su interés y ébgosr la asignatura porque el estudio
resulta mas atractivo.

Podemos aprovechar para la ensefianza las opodasid@e nos ofrecen estos nuevos
recursos.



